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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ЭФФЕКТИВНОГО ГАМИЛЬТОНИАНА  
В ДИНАМИКЕ ОТКРЫТЫХ КВАНТОВЫХ СИСТЕМ 

 
Показано, что уравнение Линдблада для измеряемой кванто-

вой системы в конечномерном гильбертовом пространстве можно 
записать в виде уравнения Шредингера в гильбертовом простран-
стве большей размерности. Это уравнение можно рассматривать 
как уравнение эволюции объединенной системы, состоящей из двух 
подсистем: измеряемой и вспомогательной. Такое уравнение до-
пускает решения в виде перепутанных состояний. 

 
The article shows that the Lindblad Master Equation for finite-

dimensional Hilbert space can be presented as a Schrödinger Equation 
on a Hilbert space of greater dimension. This equation can be consid-
ered as an equation of the evolution of an integrated system consisting 
of two subsystems: observational and auxiliary ones. This equation al-
lows solutions in the form of entangled states. 
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Введение 
 
В случае открытой квантовой системы в рамках техники проекци-

онных операторов Накаджима — Цванцига, можно получить уравне-
ние эволюции — управляющее уравнение (master equation) 
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где )ˆ(χρ Tr= — статистический оператор рассматриваемой системы; 
χ̂ — оператор плотности объединенной системы (рассматриваемая сис-
тема и ее окружение). След берется по независимым переменным, ха-
рактеризующим окружение; Ĥ — гамильтониан рассматриваемой сис-
темы (без взаимодействия с окружением), StK ,ˆ  — ядро интегрального 
оператора (определяет описываемую “память” системы — эволюцию 
до момента t). 

Для большинства приложений достаточно хорошим приближени-
ем является приближение Борна — Маркова, согласно которому ядро 
интегрального оператора представлено в виде 
 )(ˆ)()](ˆ[ˆ , sstKtK St ρδρ −≈ . 

Вестник Российского государственного университета им. И. Канта. 2009. Вып. 4. С. 25—30.



В этом случае не учитывается предыдущая история эволюции сис-
темы, а динамика такой системы называется марковской. В данном 
приближении уравнение эволюции может быть записано в виде ло-
кального во времени уравнения: 
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где tλ̂  — линейное отображение, являющееся эрмитовым, бесследовым. 
Линдблад [1] показал, что управляющее уравнение может быть 

приведено к виду: 
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Рассмотрим двухуровневый атом с двумя различными состояниями 
1  и 2 , облучаемый электромагнитным полем на резонансной часто-
те. Удобно описать этот атом в терминах трех операторов Паули: 
 .1122ˆ),1221(ˆ,1221ˆ 321 −=−=+= σσσ i  

Для двухуровневого атома, облучаемого электромагнитным полем, 
эти операторы отвечают вещественной и мнимой частям диполя и раз-
ности населенностей уровней соответственно. 

В представлении взаимодействия гамильтониан, описывающий ре-
зонансное взаимодействие с полем (которое считаем классическим), 
имеет вид 
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где Ω — частота Раби. 
Положим далее, что двухуровневый атом в электромагнитном поле 

подвергнут серии мгновенных нежестких измерений, имеющих целью 
детектировать состояние атома. 

Такие нежесткие измерения могут быть описаны в рамках подхода, 
который называется операторной мерой вероятности (Probability Op-
erator Measure — POM)[2]. В рамках этого подхода вводятся операторы 

iπ̂ , являющиеся эрмитовыми положительно определенными и удовле-
творяющими условию 
 1̂ˆ =Σ iiπ  

Каждый элемент iπ̂  соответствует исходу измерения и представляет со-
бой вероятность этого исхода, который может быть получен при измере-
нии. В рассматриваемом случае i=1,2 и POM-элементы выберем в виде 
 22)1(11ˆ,11)1(22ˆ 21 ρρπρρπ −+=−+=  

в соответствии с измерениями, детектирующими атом в состоянии 1 
или 2 соответственно. Здесь 0<p<1/2 — вероятность ошибочного детек-
тирования состояния атома. Если p=0, то измерение считается идеаль-
ным, для p=1/2 измерение не дает никакой информации о системе. 



Для того чтобы записать управляющее уравнение, введем эффек-
тивные операторы. Они не определяются однозначно элементами 
POM, но для простоты выберем их в виде: 
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Полагая теперь R11 ˆˆ Α=Γ  и ,ˆˆ 22 RΑ=Γ  где R — частота, с которой 
проводятся измерения, и подставляя их в уравнение (1), получим: 
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Здесь 2))1((
2

ρργ −−=
R  — эффективная частота, характеризующая 

частоту наблюдений и точность измерений. Уравнение (2) описывает 
измерение наблюдаемой величины 3σ̂ , которая имеет смысл разности 
заселенностей уровней. 

 
Эффективный гамильтониан 

 
Рассмотрим метод решения уравнения Линдблада (1), основанный 

на представлении статистического оператора в виде вектора 2n  — мер-
ного гильбертова пространства, ассоциированного с данной системой. 
С этой целью заметим, что матрице );( CnMxij ∈=Χ  можно поставить в 

соответствие вектор 2nCX ∈  с компонентами, расположенными в сле-
дующем порядке: 

 ( ) ( )Tnnnnnij xxxxxxx ,,,...,,...,, 2111211=Χ→=Χ , 

а матрице AXB можно поставить в соответствие вектор ΑΧΒ , компо-
ненты которого выражаются через компоненты вектора Χ  следую-
щим образом: 

 ( )ΧΒ⊗Α=ΑΧΒ→ΑΧΒ T  

Тогда уравнение (2) можно записать следующим образом: 
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где эффективный гамильтониан (в общем случае неэрмитов) effĤ  име-
ет вид: 
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Найдем явное выражение для effĤ  в матричном виде. Для этого вве-
дем новую систему векторов четырехмерного пространства состояний 
объединенной системы (атом + вспомогательная подсистема): 
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где 2,1  — ортонормированные вектора рассматриваемой системы 

(подсистемы А), '' 2,1  — ортонормированные вектора вспомогатель-

ной системы (подсистемы В). 
Вычисляя прямые произведения по формуле (3), для эффективного 

гамильтониана effĤ  находим выражение: 
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Заметим, что в данном случае, гамильтониан объединенной систе-
мы effĤ  является неэрмитовым. 

Найдем его правые собственные вектора, определяемые из уравнения 
 kkkeff EH ϕϕ =ˆ  

Решение этого уравнения приводит к следующим результатам: 
 0.1 1 =Ε . 
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Заметим, что состояния ,1ϕ  i=1,2,3,4, представленные формулами 
(4—7) являются перепутанными состояниями. Они представляют со-
стояния объединенной системы (рассматриваемая система + вспомога-
тельная система). 

 
Перепутанные состояния 

 
Оценим степень перепутанности состояний рассматриваемой и 

вспомогательной подсистем для состояния (4). Известно [3], что если со-
стояние двухкомпонентной системы, состоящей из подсистем А и В, 
представимо в виде jiijij βαψϕ ⊗Σ= , то редуцированные матрицы 

плотности могут быть представлены так: ψψρψψρ ++ == BA ˆ,ˆ , где матрица 
ψ образуется из элементов ijψ . Для состояния (4) эта матрица имеет вид: 
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Тогда для рассматриваемой подсистемы 
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и для вспомогательной подсистемы 
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В этом случае энтропия перепутанности: 
 ( ) ( ) ( ),logloglog1 BBAAiii TrTrE ρρρρλλϕ −=−=Σ−=  

где iλ  — собственные значения матриц Aρ  и Bρ , определяемые из 
уравнений 
 iiiA χλχρ =ˆ  
 iiiB χλχρ =ˆ  

Легко видеть, что 2/121 == λλ , следовательно, ( ) 12/1log21 =−=ϕE 1 
(бит) — то есть в состоянии (4) обобщенной системы перепутывание 
максимально. 

 

Заключение 
 

Итак, мы показали, что уравнение Линдблада для квантовой систе-
мы, подверженной измерению, может быть записано в виде уравнения 
Шредингера в гильбертовом пространстве большей размерности с не-
эрмитовым гамильтонианом. Полученное уравнение можно рассмат-
ривать как уравнение эволюции системы, состоящей из двух взаимо-



действующих подсистем: рассматриваемой и вспомогательной. Такое 
уравнение допускает решения в виде перепутанных состояний, широ-
ко использующихся в квантовой телепортации [4; 5], квантовой крипто-
графии [6; 7], квантовых вычислениях. Квантовое перепутывание игра-
ет очень важную роль в квантовых информационных процессах, в ко-
торых проявляется неклассическая корреляция между квантовыми сис-
темами. В данной работе приведен пример использования перепутан-
ных состояний в новой области — квантовой теории измерений. 
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